Prérequis : Transformée de Fourier dans L', séries entiéres, fonctions
analytiques

I Prolongement par continuité

1) Prolongement ponctuel
A est une partie de R et (F, ||.||) un espace vectoriel normé.

Définition 1. Soit f : A — F et a € A. f est dite continue lorsque
lim f(z) existe et vaut f(a).

r—a

Proposition 2. Sia € A\ A, et si f admet { comme limite en a, on peut
définir une application continue f par :

f:]AU{a} — F
. L {f(ac) sz: x#a
{ si z=a

Définition 3. f est le prolongement par continuité de f en a.
R* — R
o s
— f:|R2\{(0,0)} — R se prolonge en (0,0) par 0.

Exemple 4. — f: se prolonge en 0 par 1.

2,2

(2,9) e

2) Prolongement par densité

Théoréme 5 (Principe de prolongement des identités). Soient f et g
deux fonctions continues de l’espace topologique E dans ’espace vectoriel
normé F. Si f et g coincident sur une partie dense de E, elles coincident
sur E tout entier.

Définition 6. Soient [ un intervalle de R, et f : I — R. On dit que f
est uniformément continue sur I si :

Ve>0,30>0,Ve,yel, [x—y|<d=|f(x)— fly)| <e

Théoréme 7. Soient E et F deuz espaces métriques, avec ' complet.
Soient A une partie dense de E et f : A — F uniformément continue.
1l existe une unique application uniformément continue g : E — F qui
prolonge f.

Application 8 (Construction de l'intégrale de Riemann sur des fonctions

réglées). Une fonction est réglée si elle est limite uniforme de fonctions
en escalier. Pour une fonction en escalier f(x) = Z?;Ol(xi+1 — ;)\,

avec (xg,...,2,) une subdivision de [a,b] et \; des constantes, on a
b -1 .

Jo F@®)dt < \Iflle 2isg (wirr — i) = (b — a) [|f]l- L’intégration est

alors une fonction lipschitzienne, donc uniformément continue, de [’es-

pace des fonctions en escaliers dans R. Par le théoréme, elle se prolonge

de fagcon unique en une forme linéaire sur l’espace des fonctions réglées.

Théoréme 9. Soit f € L*(R), alors :

(i) 1l eziste (fp)n une suite de L'(RY) N L?(RY) qui converge vers f
dans L?(R4).

(i) Pour une telle suite (fn)n, la suite (fn)n converge dans L*(R%)
vers une limite f indépendante de la suite choisie.

Définition 10. f est la transformée de Fourier de f dans L?(R%).

Théoréme 11 (Plancherel). Soit f € L'(R?)NL*(RY), alors f € L?(RY)
~[|12 ~

et HfH2 = (2m)¢ || f|l,- De plus, f — f est un isomorphisme de L*(R?)

sur L?(R%)

3) Prolongement des applications linéaires continues

Théoréme 12 (Hahn-Banach). Soit (E, |.||) un K-espace wvectoriel
normé, et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit f : FF — K -
néaire continue. Il existe un prolongement continu g de f sur E tel que

lglt = 1I£1I-

Application 13. Si F' est un sous-espace vectoriel de (E, |.||), F est
dense dans E si, et seulement si, toute forme linéaire qui s’annule sur F
est nulle sur E.

IT Prolongement et différentiabilité

1) Prolongement ponctuel et régularité

Théoréme 14. Soient E un espace vectoriel normé et I un intervalle de
R. Soit f : I — E continue et a € I. Si f est dérivable sur I\ {a} et si f’
posséde une limite £ au point a, alors f est dérivable en a et f'(a) = L.
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Contre-exemple 15. Ce théoréme est faux si f n’est pas continue,
comme avec a =0 et :

Fioe T st <0
' z+1 s x>0
Exemple 16. On pose :
Fiae €7 s x#0
' 0 s =0

Alors [ est C*°, non nulle sur R*, et dont les dérivées sont nulles en 0.

2) Prolongement des solutions d’équations différen-
tielles

On s’intéresse aux équations différentielles du premier ordre de la forme :

dx
) = f(t,a(0) ()

ou f:IxQ — R" est continue, avec I un intervalle de R et £ un ouvert
de R™, et = une fonction C' de ¢ & valeur dans .

Définition 17. (i) Une solution de (x) est un couple (z,J), ou J C I
est un intervalle, et 2 est une fonction C' de J dans € qui vérifie
(%) en tout point de J.

(if) Si J =1, on dit que la solution est globale.

(iii) (z1,J1) et (w2, J2) sont deux solutions de (x), on dit que (z2, J2)

prolonge (z1,J1) si J; C Jo et 1 = 2o sur Jj.

(iv) Une solution est dite maximale si elle n’admet aucun prolongement.
Théoréme 18. On suppose que I =]a,b| et que Q@ = R". Soit (x,J) une
solution mazimale de (x), ou J =|Ty,T*], alors :

(i) SiT* <b, alors lim |z(t)] = 400
t—T*
(i) Si Ty > a, alors lim |z(t)] = 400
t—Ty
Corollaire 19 (Critére de prolongement). Soit (z,J) une solution de
(%), ot J =|a, B] et a < a < B < b. Supposons qu’il existe § >0 et A >0

tels que |z(t)| < A pour tout t € [B — 0, 8] (resp. |a,ac+ 6]). Alors x peut
étre prolongée au-dela de B8 (resp. a) en une solution de (*).

Corollaire 20. Soit f :]a,b[xR™ — R™ continue et bornée, alors toute
solution du probléeme (x) est globale.

Exemple 21. Sur R x R, le probléeme

x(t)?

2(t) = s e

et z(0) = g

admet pour tout xo € R une solution unique définie sur R.

III Prolongement des fonctions analytiques

1) Comportement des séries entiéres sur le bord du
disque de convergence

Théoréme 22 (Abel angulaire). Soit Y a,z™ une série entiére de rayon
de convergence 1 telle que > a, converge. On note f sa somme et :

Agz{zEC’l—z:pew,p>O, lp| <6}  pour 0<9<g
Alors :
lim f(z) =) an

z€Ag n=0

Application 23. > % =arctan(l) = J et > (_I)Tn_l =In(2)

n=0 n>=1

Théoréme 24 (Taubérien faible). Soit f la somme d’une série entiére

> anz™ de rayon de convergence 1. On suppose que lim f(z) = ¢ existe,
rz—1—

et a, =o ( 1). Alors Y ay, converge et £ =3 ay.

n
n=0

2) Principe du prolongement analytique

Théoréme 25 (Zéros isolés). Soit f une fonction analytique sur un ou-
vert connexe U non identiquement nulle. Alors les zéros de f sont isolés.

Corollaire 26 (Prolongement analytique). Soit U un ouvert conneze. Si
deux fonctions analytiques coincident sur un sous-ensemble D C U ayant
un point d’accumulation dans U, alors elles sont égales sur U.

Exemple 27. (i) cos?z +sin*z =1
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(ii) Il existe une unique fonction f holomorphe sur C telle que, pour
tout n € N*, f (l) = %, qui est l'identité.

n

Proposition 28. Soit P = {2z € C|Re(z) > 0}. On définit sur P la
fonction holomorphe :

+o00
I'(z) = / e T dt
0

Proposition 29. T se prolonge en une fonction méromorphe sur C.

Développements

— Théorémes d’Abel angulaire et taubérien faible (22,24) [Goul]
— Fonction Gamma (28,29) [Les|
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